Livret de révision de Mathématiques
de

la 1% spécialité a la Terminale spécialité

Des bases solides en mathématiques sont indispensables pour réussir en terminale spécialité mathématiques

Les exercices de ce livret sont inspirés de ceux du livret de travail du lycée Henri IV Paris 5™ et de ceux du livret
liaison du Lycée Louis Bascan (78).

Ce livret propose des exercices a traiter avant la rentrée pour envisager plus sereinement I’enseignement de spécialité
en mathématiques, en terminale.

Ce travail sera d’autant plus efficace si vous le faites avec sérieux et de maniére autonome.
Il est préférable de le commencer au moins 15 jours avant la rentrée.
Une correction pourra étre consultée sur pearltrees ou sur le site du lycée.

Ce livret d’exercices reprend les attendus de fin de 1ére et propose des exercices d’entrainement, des cartes
mentales, pour aborder ’année de terminale dans de bonnes conditions.

Ce livret est a conserver pour la classe de terminale. Il pourra étre un outil vers lequel vous pourrez vous reporter
autant que besoin.

En attendant : trés bonnes vacances !



Cas particuliers

4 N

e Lafonction inverse est décroissante sur ]—oo; 0 et
sur ]0; +oo[

Pour tout x et y de méme signe x < y & % < %

e | a fonction carrée est décroissante sur |—oo; 0[ et
croissante sur ]0; +oo[

/
Vx,y €]-0;0[,x <y <0 f:>x2 > y?

f7 2
Vx,y €]0;+0[,0<x <y =>x*<y
e La fonction racine carrée est croissante Sur 0 +00

\ nye[0+oo[0<x<y:>\/_<\/_/

Travail sur les inégalités :
Somme et produit

e On peut ajouter membre a membre deux inégalités :
{a <b
c<d
e On peut multiplier membre & membre deux inégalités
si les termes sont positifs :

{0 <a<b

0<c<d

=a+c<b+d

=aXxc<bxd

Travail sur les inégalités :

e Multiplication par un réel k
k>0, x<y ©kXxx<kXy
k<0 x<y okxx>kxy

e Addition d’un réel k
Vxe Rx<y=x+k<y+k

/ Utilisation des variations d’une \

fonction sur un intervalle |

e f estcroissante sur |l :

f7
Vx,y ELx<y = f(x) < f(y)
e f est décroissante sur | :

Vx,y €ELLx <y gf(x) > f(y)

\{ )
T

Inégalités

Comment encadrer, majorer ou minorer ?

Encadrement de la différence et du quotient

e Encadrer (x — y) : on encadre —y,
puis on somme :

{—2<x<3 {—2<x<350mme
—-4<y< -1 1<-y<4

X s =g A a
e Encadrer S on vérifie que x et y ont méme signe,

: 1
on encadre ’inverse 5

puis on multiplie.

3<y<4 <-<=

8 9 inverse 8<x<9 roduit
{ <x < {1 1 1 14
4 y 3

/ Utilisation des extremums d’une \

fonction sur un intervalle |

e f admet un minimumen a sur | :
vx€el,f(a)<f(x)

e f admet un maximumen a sur | :

vx el ,f(x)<f(a)

[ ]
\/ Méthode importante \

—-1<x-y<7

1
—2<xX—<3
y

/

Pour comparer les quantités A et B, il
est plus facile d’étudier le signe de
A—-B

—X
T 2x-9
e On étudie Ie 5|gne du quotient

1_
e On conclut que —= < 0
2x—9

<

>




Forme canonique du trinéme f

fO) =alx-—a)*+p -

b
a=—- etﬁ=f(0£)=g

/ Variations du trinébme f \

Ol R —
| ey B 7

a=0 x |- o +
£l B T

Représentations

a>=0

a <0

Forme canonique du trindme f
Complétion du carré

Pour déterminer la forme canonique :
On met a en facteur.

* On considere les deux premiers termes
comme le début d’un carré parfait.

* On ajoute puis on retranche le carré
introduit.

* On réduit ensuite I’expression.

R

Trindme du second degré
f(x) =ax?*+bx+c

avec a,b,cdesréelseta + 0 ————»

X

‘ Discriminant : A = b? — 4ac

Signe du trindme f

* A> 0: le trindme est du signe de a « a ’extérieur » des racines

x —0Q Xz x —+oa
axs +bx+ ¢ i 41 —a ‘# i

* A= 0: Le trindbme est du signe de a et s’annule en & = x,
* A < 0: le trinbme est du signe de a

Forme factorisée du trindbme f
* A>0: f(x) =alx —x)(x —x2)
«* A=0: f(x) = alx —x0)*

* A< 0: f(x) n'est pas factorisable

/ Racines du polynéme f(x) ou

* A> 0 : f(x) a deux racines: x1 =

—b + VA —-b— VA

* A= 0:f(x) auneracine double xo = 70

* A < 0: f(x) n'apas de racine réelle

solutions de f(x) = 0 \

et xo, =

2a 2a

)

Somme et produit des racines de f(x)

[ f(x) = a(x* —Sx + P) }

—b c
S=—¢etP=-—
a a




Exercice 1 : On veut déterminer un encadrement de I'expression pour x € [—1; 2]

1
T 5—x2

1) Justifier les étapes suivantes :
—1<x<2donc.. <x®<--car................

donc ... <—x%<--car..................

donc ... <5—x%2<--car..................

1

donc ... S_—Z<--car............

2) Déterminer I'ensemble de définition de la fonction f définie par f(x) = >, puis étudier ses variations et
—X
retrouver I'encadrement obtenu a la question précédente.
Exercice 2 : On considére I'expression suivante :
A= Z PRE R
k2 12 e 202

1) Soit k un entier tel que k > 2.
1 1

1
k(k—1) k-1 &k

Justifier que 'on a : et démontrer I'égalité :

1
k(k -1)

1 1
Z)SOitB:kZZk(k_l) .Montrerque B =1 ——

20
20
3) En dédui Zl <2
) Endé ulrequek 2 S 20

20
1
4) Elaborer un algorithme avec une boucle « Pour » qui permet de calculer Z 7z et le programmer sur la
k=1
calculatrice ou sur Python. Donner la valeur affichée en sortie avec toutes les décimales obtenues. Vérifier le résultat
trouvé au 3).
5) On considére maintenant I'expression suivante définie sur N*par :

PR 1
R

Prouver en utilisant une démarche analogue, que Z = <2
k=1

n

Exercice 3 : Calculs de base
o Développement : Pour chacun des polyndmes suivants, déterminer sa forme développee.
1) P(x)=(x + 1)3
2)Q(x) = (x* +2)* -3
RX)=(x—-3)(6x?2+x+1)—Bx*—1)(2x+1)
e Factorisation : Factoriser chacun des polyndmes suivants.
1) Q(x) =9x* —36
2)R(x) = x* —x3 —9x* + 9x
3)S(x) = x3 +3x* —81x + 77
4) T(x) = (x? + 8x + 16)(x2610x + 25)
5) U(x) = x3 —9x* + 2x + 48
6) V(x) = x* — 6x + 9 + x*(x — 3)



Exercice 4 : Simplification numérique
« Simplifier » 1’écriture des nombres suivants (entre autres, écrire sous la forme d’une seule fraction, au plus, sans

racine carrée au dénominateur).
1

T N N S S P Cen )
25 2-+3

Exercice 5 : Simplification algébrique
« Simplifier » I’écriture des expressions algébriques suivantes (entre autres, écrire sous la forme d’une seule fraction,
au plus, sans racine carrée au dénominateur) :

A= ! ! B = 4 1 C=2 1+ 3x D = 3 2
T x—1 x+1 '’ x2+43 poe T 2x—1 "7 x—1 Jx+1

Exercice 6 : Tableau de signes
Dresser le tableau de signes des expressions suivantes :

7
AX)=——=-1 ; C)= -3
W=oz-1 5 =5

| Leurs représentations graphiques Cr et C, sont donneées ci-contre.
¢/ D Déterminer les coordonnées des points d’intersection de Cr avec les axes du repere.
\ | 2) Justifier que pour tout réel x, f(x) — g(x) = 2x? — 14x + 12, puis déterminer la forme
4]\ / factorisée de f(x) — g(x).
ol 1 S/ 7% 3) Déterminer les coordonnées des points d’intersections de Cr et Cj.
7 4) Déterminer I’intervalle sur lequel Crest en-dessous de Cg.

Exercice 8 : 1) Résoudre dans R les équations suivantes :

1 3
== ; b)x*-2V3x+2=0 ; Y—T7x*+12=0
a)x+3 T1d x )x V3x + c)x x°+

2) Résoudre dans R I’inéquation suivante :
x2+x—2
x?—x—2

<0

Exercice 9 :
1) f est la fonction polyndme définie sur R par f(x) = 4x3 + 2x? — 2x — 1
a) Démontrer que pour tout réel x, f(x) = (2x + 1)(ax* + bx + ¢), ol a, b et ¢ sont des réels a déterminer.
b) Résoudre dans R 1’équation f(x) = 0.
2) On consideére la fonction P définie sur R par P(x) = x3 — 5x% + 5x + 3
a) Calculer P(3).
b) Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pour tout réel x, P(x) = (x — 3)(ax* + bx + ¢).
c) Dresser le tableau de signes de P(x).

3) Déterminer un polynéme P de degré 2 tel que P(3) = 14et P(1) = P (§) =0

Exercice 10 :
Soit m un réel et (E,;,) ’équation d’inconnue x :
(Ep):2x> +(Bm+ Dx—m(m —1) =
1) Exprimer 4,,, discriminant de (E,,), en fonction de m.
2) Pour quelles valeurs de m 1’équation (E,;,) admet-elle au moins une solution ?
3) Exprimer P,,, produit des solutions de (E,,), en fonction de m.
4) Existe-t-il des valeurs de m pour lesquelles —2 est solution de (E,;,) ?
Si oui, résoudre chacune des éguations obtenues.



Suite arithmétique

1) Une suite arithmétique (u,,) est définie par :

* Un premier terme : u, ou u,

*VneN, u,,, =u, +ravec r raison de (u,).
(ou a partir de p si (u,,) commence au,)

2) Une suite est arithmétique de raison r ssi la différence
de deux termes consécutifs est constante et vaut r:
VneN, u, g —u,=r

3) L’expression de u,, en fonction de u, ou u, est :
U, =Uyg+ nXrouu,=u,+(n-p)xr

Somme des termes d’une suite arithmétique
» Somme des n premiers entiers naturels :
nn+1)
142+ +n=——

« Généralement pour la somme des premiers termes :

S = nombre de termes X ler terme+d2ernier terme

Uy + Uy

U+ U+ Uy Uy = (M 1) X ———
Up + Uy
Up+Uppg tUppp Uy =(M—p+ 1) X——

2
(n —p + 1) correspond aux nombres de termes de u, a uy,

Suite géométrique

1) Une suite géométrique (v;,) est définie par :

* Un premier terme : v, 0u v,

*VneN, v,,; =v, X qavec q raison de (v,).
(ou a partir de p si (v,) commence a v,)

2) Une suite est géométrique de raison g # 0, de termes
non nuls, ssi le quotient de deux termes consécutifs est
constant et vaut g:
vneN, =g
Un

3) L’expression de v,, en fonction de v, ou v, est :
Uy =V X q"0UV, =V, X q"P

v

Pour montrer qu’une suite n’est pas arithmétique
Contre-exemple avec 3 termes consecutifs.
On montre par exemple que :
Uy — Uy F UL — Uy

y

Pour montrer qu’une suite est arithmétique
On montre que la différence des deux termes
consécutifs, u,,; — u, est constante et vaut r

[ Suites

Une suite numérique est une fonction définie de N
(ou partie de N) dans R :
(up) ;N>R
n-u,
* u,, désigne le terme général de la suite.
* (u,,) désigne la suite dans sa globalité.
* La représentation d’une suite est un nuage de points

Pour montrer qu’une suite n’est pas géométrique
Contre-exemple avec 3 termes consécutifs non nuls. On
montre par exemple que :
V2 U1
J— i J—
V1 Vo

A

Pour montrer qu’une suite est géométrique
e On calcule v, 4
¢ On factorise v, pour faire apparaitre, le terme g X v,

\
!

\ 4

Pour démontrer la monotonie d’une
suite (u,,) :

e On calcule u, 1 — u, —
o On factorise si besoin
o On détermine le signe de cette différence

Variations d’une suite numérique

Soit (u,,) une suite numérique définie sur N.
o Lasuite (u,,) est dite croissante si pour tout entier naturel n, u, < u,,,
o Lasuite (u,,) est dite décroissante si pour tout entier naturel n, u,, = u,,,
e La suite (u,) est dite monotone si elle est croissante ou décroissante.
o Lasuite (u,,) est dite constante si pour tout entier naturel n, u,,.; = u,

Somme des termes d’une suite géométrique

» Somme des n premiéres puissances de q :

1 — qn+1
1-q

» Généralement pour la somme des premiers termes :

1— qnombre de termes

1+q+¢*+-+q*=

S =1*"terme X
1-q

1-— qn+1

Vot+vi+v,+ -4+, =U0Xﬁ

1 _ qn—p+1

vp+vp+1+vp+2+-~+vn ='l7p Xﬁ

(n —p + 1) correspond aux nombres de termes de v, a v,




Exercice 11 :

Soit la suite (u,,) définie sur N par uy = 6 et pour tout n de N, u,,1 = iun -2

Soit la suite (v,,) définie sur N par v, = u,, + 3

1) Calculer, a la main, les quatre premiers termes de chaque suite.

2) Montrer que la suite (v,,) est géométrique.

3) En déduire, pour tout n de N, I'expression de v,, en fonction de n puis celle de u,, en fonction de n.
4) Déterminer le huitieme terme de la suite (uy,).

Exercice 12 :

On considére la suite (u,,) définie sur N par uy =1 et pour toutn de N, u,, ., = 2tn

2+43u,

On admet que, pour tout n de N, u,, # —% et u, #0

On considére alors la suite (v,,) définie sur N parv,, = 1 + ui

n

1) Démontrer que la suite (v,,) est arithmétique.
2) a) Pour tout n de N, exprimer v,, en fonction de n.
b) Justifier que, pour toutn de N, v,, # 1

c) En déduire que, pour tout n de N, u,, = 2

) 3n+2
3) Etudier les variations de la suite (u,,).

4) a) Déterminer le plus petit entier n tel que, pour tout entier n > ng, on ait : u, <0,01.

b) Un des trois algorithmes ci-dessous permet

Algorithme 1 Algorithme 2 Algorithme 3
de retrouver ce résultat. - ; -
i . . N+—0 N +—10 N+—10
Le retrouver en justifiant votre réponse. ' _ _
U+—1 U+1 U+—04
Tant que U < 0,01 Tant que U = 0,01 Tant que U = 0,01
N+ N+1 N+ N4+1 N+ N+1
. 2 U 2 I 2
T ITaN T 3N T 2F3N
Fin Tant que Fin Tant que Fin Tant que
EXGI’CICG 13 . Afficher N Afficher N Afficher N

Soit la suite (u,,) définie par ug =1 etpourtoutnde N, u,,; = %un +2
1) Calculer uq, u,, us.

2) Soit a un réel et (v,,) la suite définie par v,, = u,, + a pour tout n de N. Déterminer la valeur de a pour que la suite (v,,)

soit géomeétrique. Donner alors ses éléments caractéristiques.
3) Dans la suite de 1’exercice, on pose v, = u, — 5. Donner I’expression de v, en fonction de n.
4) En déduire I’expression de u,, en fonction de n.
5) Pour tout n entier naturel, on pose S, = ug+ u+..tu, et T, = vy + vy + ... + v,
Quelle est ’expression de T, en fonction de n ?
7) Déterminer 1’expression de S,, en fonction de n

Exercice 14 :
On considére la suite de nombres réels (u,,) définie sur N par : uy = —1,u; = l et, pourtoutnde N, U490 = Upyq
1) Calculer u, et en déduire que la suite (u,,) n’est ni arithmétique ni geometrlque

2) On définit la suite (v,,) en posant, pour tout entier naturel n : v, = u, 41 — un

2
a) Calculer vy.

b) Exprimer v, en fonction de v,,.
c) En déduire que la suite (v,,) est géométrique de raison %
d) Exprimer v,, en fonction de n.
3) On définit la suite (w,,) en posant, pour tout entier naturel n: w,, = =%

Un
a) Calculer wy.
b) En utilisant 1’égalité u,,, = v, + > Un , EXPrimer wy,,en fonction de u,, et de v,,.
c) En déduire que pour tout entier naturel n, wy,,, = w,, + 2
d) Exprimer w,, en fonction de n.

4) Montrer que pour tout entier naturel n : u,, = m-1

2n

1u
aon



Arbres pondérés :

Probabilité
P(ANB) =P(4) X P4(B)

Evénement

PB)_ B AnB
A <
£4) BT~ B AnB
< P3(B)
PAN R <
PiB) ™ B
Chaque branche de 1’arbre est affectée d’un poids qui est une
probabilité.

o La racine de 1’arbre est ’univers ()

o Le poids d’une branche du 1°" niveau est la probabilité de
I’événement qui se trouve a son extrémité.

e Le poids d’une branche du 2éme niveau est la probabilité
conditionnelle de 1’événement qui se trouve a son extrémité sachant
que I’événement qui se trouve a son origine est réalisé

e Un chemin complet qui conduit & un sommet final, représente
I’intersection des événements qui le composent. Par exemple, le
chemin dont ’extrémité est B représente 1’événement A N B

o La somme des probabilités des branches partant d’un méme nceud est
égale a 1. (Régle de la somme)

e La probabilité d’un événement représenté par un chemin est égale au

produit des probabilités inscrites sur les branches de ce chemin.
(Regle du produit)

1°" niveau 2°™M€ niveau

P(AN B) = P(4) X Py(B)

P(An B) = P(A) x P4(B)

w
X
o
>~}

P(ANB) = P(A) x Pz(B)

Schéma récapitulatif

PROBABILITES CONDITIONNELLES ~ PROBABILITES COMPOSEES PROBABILITES TOTALES

B p(ANB)=

/ =pms(B A)~
y - )k'm : ‘N‘-\
A
M p(B)=p(ANB)+pENE)
~ ) P \ A

2y B P(ANB) =pa(B) =< pA) - _

p(ANB)

= pr(B) x p(A@) -~ .
/ p(B) = p(AT1B) + p(ANE)
rd
m - o /,,,

p(ANE) = pz(B) x pA) -~

Propriéteé :

SiP(A) % 0,P(AN B) = P(A) X Py(B)
SiP(B) # 0,P(ANB) = P(B) x Pz(A)

-~

~

f

Tableaux :
Cette méthode est a utiliser lorsque 1’énoncé
donne la valeur des probabilités des intersections
des événements
A A Total
B P(ANB) | P(ANB) P(B)

P(B)

1

P(AnB) | P(AnB)
Definition : P(A) P(A)
La probabilité de B sachant A
_P(AnB)
Pa(B) = P(A)

|
;

N

Indépendance :

A et B sont indépendants
si et seulement si
P(ANB) = P(A) X P(B).

A et B indépendants
si et seulement si

P,(B) = P(B)

Propriétés :
e0<P(B)<1
e P,(B)=1-Py(B)

3 — — —
Total A
Attention : les probabilités conditionnelles
n’apparaissent pas dans les tableaux, il faut les
calculer /

Les probabilités conditionnelles

/

Propriétés : probabilités totales

Ay, A, A, ..., A, forment une partition de Q (ou un systéme complet
d’éveénements)

P(B) =P(A.nB)+ P(A,NnB) +--+P(A,NB)

P(B) = P(A;) X Py, (B) + P(A3) X P4,(B) + -+ P(A,) x Py, (B)

\_




Espérance :

n
EX) = Z a;p; = a1p1 + APy + -+ appyn \
i=1

/ Définition : \

Une variable aléatoire X est une fonction définie
sur un univers Q et a valeurs dans R. / \
KEIIe peut s’interpréter comme la valeur moyenne db o _ . f_>1 o . " Loi de probabilité :
valeurs prises par X lorsque I’expérience aléatoire est N associe un nombore reel a chaque issue d'une e . S , .
répétée E)n tréspgrand no?nbre depfois. expérience aléatoire I?eflnlr la loi de probabilité de_: X, c’est associer
e Lorsque les valeurs prises par X représentent les gains \ / a chaqqg \{aleur, fli ’(avec - S_n)’ la ,
d’un jeu, alors E(X) représente le gain moyen par probabilité de I'événement {X = a;}, notée
partie : PX=a)=p
= SiE(X) > 0alors le jeu est favorable au joueur.
» SiE(X) < 0alors le jeu est défavorable au K /
joueur. ) T
[ Les variables aléatoires

k = Si E(X) = 0 alors le jeu est équitable. /

Elle est souvent résumée dans un tableau :

a; aq a, an
Variance PX=a) | PR=a) | PA=a) | .. | PO
VXx) = E(ai —E(X))?pi = (a1 — E(X))?p1 + (a2 —E(X))’p2 + . + (an — E(X))°py
i=1
Ecart-type :
o(X) = /V( X) L’écart type est un paramétre de dispersion :

| = Plus I’écart type est grand, plus les valeurs prises par X vont étre dispersées
autour de I’espérance. Le jeu est alors plus risqué.
» Plus I’écart type est petit, plus les valeurs prises par X vont étre resserrées
autour de I’espérance. Le jeu est alors moins risqué.




Exercice 15 :
En prévision d'une élection entre deux candidats A et B, un institut de sondage recueille les intentions de vote de futurs
électeurs.
Parmi les 1 200 personnes qui ont répondu au sondage, 48% affirment vouloir voter pour le candidat A et les autres pour
le candidat B. On suppose gu'il n'y a pas de vote nul ni de vote blanc.
Compte tenu du profil des candidats, I'institut de sondage estime que 10% des personnes déclarant vouloir voter pour le
candidat A ne disent pas la vérité et votent en réalité pour le candidat B, tandis que 20% des personnes déclarant vouloir
voter pour le candidat B ne disent pas la vérité et votent en réalité pour le candidat A.
On choisit au hasard une personne ayant répondu au sondage et on note :

A I'événement : « la personne interrogée affirme vouloir voter pour le candidat A »,

B I'événement : « la personne interrogée affirme vouloir voter pour le candidat B » et

V I'événement : « la personne interrogée dit la Vérité ».
1) Construire un arbre de probabilité traduisant la situation.
2) a) Déterminer la probabilité que la personne interrogée dise la vérité.

b) Sachant que la personne interrogée dit la vérité, déterminer la probabilité arrondie a 10~3 prés qu'elle affirme
vouloir voter pour le candidat A.
3) Démontrer que la probabilité que la personne choisie vote pour le candidat A est 0,536.

Exercice 16 :
On sait que 1 % d’une population est atteinte d’une certaine maladie orpheline.
On dispose de test de dépistage de cette maladie ainsi que des données suivantes :

* si la personne est atteinte de cette maladie, alors le test est positif dans 90 % des cas.

* si la personne n’est pas atteinte par cette maladie, alors le test est néanmoins positif dans 5 % des cas.
On choisit une personne au hasard. On note :

* M I’événement : « La personne est malade. ».

» T I’événement : « Le test est positif. ».
1) Traduire les hypothéses en termes de probabilités.
2) a) Calculer P(M n T) et P(M N T)

b) Calculer P(T).

3) Quelle est la probabilité qu’une personne soit réellement atteinte par cette maladie sachant que son test est positif ?
4) Quelle est la probabilité qu'une personne ne soit pas atteinte par cette maladie sachant que son test est positif ?
5) Quelle est la probabilité qu’une personne soit atteinte par cette maladie sachant que son test est négatif ?

Exercice 17 :
Juliette débute un jeu dans lequel elle a autant de chances de gagner ou de perdre la premiére partie.
On admet que, si elle gagne une partie, la probabilité qu’elle gagne la partie suivante est 0,6, et si elle perd une partie, la
probabilité pour qu’elle perde la partie suivante est 0,7.
On note, pour n entier naturel non nul :
G, ’événement : "Juliette gagne la n-ieme partie”,
B, I’événement : "Juliette perd la n-iéme partie".

Partie A
1) Determiner les probabilités P(G,), Ps, (G,) et Pp, (G2) . En déduire la probabilité P(G,).
2) Calculer P(P,).

Partie B
On pose, pour n entier naturel non nul, x,, = P(G,,) et y, = P(B,).
1) Determiner, pour n entier naturel non nul, les probabilités : P;, (Pn41) et Pp, (Gri1)-
2) Montrer que pour tout n entier naturel non nul :
{xnﬂ = 0,6x, + 0,3y,
Yn+1 = 04x, + 0,7y,
3) Pour n entier naturel non nul, on pose v, = x,, + y,, et w,, = 4x,, — 3y,.
a) Montrer que la suite (v;,) est constante de terme général égal a 1.
b) Montrer que la suite (w,,) est géométrique et exprimer w;, en fonction de n.
4) Déduire les expressions de x,, et de y,, en fonction de n.



Exercice 18 :

Une urne contient cing boules indiscernables au toucher : deux vertes et trois rouges.
On note V I'événement « la boule tirée est verte ».
Les parties A4, B et C sont indépendantes.

Partie A :
On tire successivement deux boules en remettant la premiere boule dans I'urne apreés le premier tirage.
1) On note X la variable aléatoire égale au nombre de boules vertes figurant dans le tirage.
Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.
2) Déterminer I'espérance mathématique de X.
3) Un joueur mise 3€. Il gagne 2€ par boule verte tirée. On note Y la variable aléatoire égale au bénéfice du joueur.
a) Exprimer Y en fonction de X.
b) Exprimer E(Y) en fonction de E(X). En déduire la valeur de E(Y).
Le jeu est-il favorable au joueur ?
c) Quel devrait étre le montant gagné pour chaque boule verte pour que le jeu soit équitable ?

Partie B :

On tire maintenant simultanément deux boules dans I'urne. On assimile alors ce tirage a un tirage de deux boules
sans remise.

Soit Z la variable aléatoire égale au nombre de boules vertes figurant dans le tirage.

Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire Z.

Partie C :

On tire une boule. Si on obtient une verte, on arréte ; sinon on tire une autre boule parmi les restantes. On
recommence ainsi, tant qu‘on n'obtient pas une verte.

On note A la variable aléatoire qui associe le rang d'arrivée de la premiére boule verte.

Déterminer la loi de probabilité de A.



Dérivation
Point de vue local : dérivabilité en un réel a

:

2 WIBCB S el Taux d’accroissement de la fonction f =B 62 eido) e il oL
lorsque h tend vers 0 \ . . n’existe pas lorsque h tend vers 0
entre les réels a et a + h est le quotient
a+h)—f(a
1 ;
La fonction f est dérivable en a La fonction f n’est pas dérivable en a
et le nombre dérivé de f en a est f'(a) \
J Dérivation
; : Point de vue global : dérivabilité sur un intervalle I On appelle fonction dérivée de f , notée f’ 2
Cr admet une tangente au point d’abscisse a dont I >R
le coefficient directeur ou la pente est f'(a) . l / x o f%)
Si la fonction f est dérivable en tout réel a de
l Pintervalle I alors f est dérivable sur I

Calcul de la fonction dérivée de f
L’équation réduite de la tangente a Cr au
point d’abscisse a est :

' Si f est une fonction de référence : .
y=f(a)(x—a)+f(a) f Si f est une somme, un produit, un
quotient de fonction de référence ou
— — — une composée avec une fonction
définie par dérivable sur a pour dérivée affine
g'(—2) est le coefficient directeur de la tangente f) =k R fx)=0
a la courbe au point d’abscisse -2. . fx)=x R f)=1 u+v)y =uv+7v
On cherche donc la pente de la droite verte. i
On choisit deux points de la droite verte : flx) = x* R f(x)=2x (kw)' = ku
on avance de deux unités verticalement 7
_ .3 _ 2 [ ) )

puis d’une unité vers la droite horizontalement. fla)=x R f ) =3x (w) uv +uv

BB 2 N 7
Ainsig’'(—2)==-=2 = x" Rsin>1 / _ v —uv

insi g’(—2) 1 f(x) x"avec Lo 0Lt 10 cof f (x) = nx" 1 (%) - uvuzuv
L’équation réduite de la tangente est : y = g’(a) (x — a) + g(a) n € Z\{0} din< o1

y=2(x—(-2))+1=2(x+2)+1=2x+5 — 7
1 ' 1 1\ _ 4
6=~ Joos0fetloil | £00) = - () =-2
fG) =& 05wl | oy o L ,
2\x (glax+ b)) =axg'(ax +b)




Pour établir une inégalité du type f (x) > k (avec k € R),

On peut étudier les variations de la fonction f
et observer ensuite ses extremums locaux.

Pour étudier la position relative des courbes représentatives des fonctions f et g,

il faut résoudre I’inéquation f (x) = g(x) en étudiant les variations de la fonction
f — g puis en étudiant le signe de la fonction f — g.

Pourquoi ?

T

Pour résoudre un probléme d’optimisation,

il faut exprimer la grandeur a optimiser (une aire, un volume, des cofits, ...) comme
une fonction a une seule variable puis étudier les variations de cette fonction et enfin

déterminer ses extremums locaux

Application a la dérivation
Etudier les variations de f

x |a c b
/ / i) - + %
S- f’( ) O h td i f(x) \A f(c /
Comment ? i f'(x) = 0 pour x = ¢ en changeant de signe : ET——
: Alors f admet un extremum local en ¢ (€) estun
Méthode : l N[ T - s
f’(.\') + + =
1. On commence par determiner si la fonction est _ e
dérivable sur lintervalle /. bl L 1 i o) | — B
2. On calcule I’expression de f'(x) i f(c) estun maximum local.
3. On détermine le signe de f'(x) en fonction de x € I o\ .
2 ¢,/
HHHIH\U[; fld)
Si f admet un extremum local en ¢
! —
Sif'(x)=0 Sif'(x) =0 Si f'(x) <0 Alors f'(c) =0

Alors f est constante sur [

Alors f est croissante sur [

Alors f est décroissante sur [




Propriétés

Pour tous réels x, y
° eo =1

Oelze
ety =e* x e
X
oex_y=:—y
1
x _ 1
oc ==

o(e*)" =e™*avecn €N

ee* >0

Pour résoudre des

équations

Pour tous réels a, b

e*=ebsa=hb

Pour tous réels a, b
Sa<bhb

Définition

f est définie sur R par

f(x) =¢€"

Fonction exponentielle

Pour résoudre des
inéquations

/v Dérivation

f(x) =e* f(x) = e*h

avec a et b réels

f est dérivable sur R et
fl(x)=e* f est dérivable sur R et

r

f'(x) =axe*

X

-

exp’(x)

| exp (x)




Exercice 19 :
On considére la fonction f définie sur R par

x%+3
On note C sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;; j) d'unité graphique 1 cm.
1) Tracer la courbe représentative de la fonction f sur I'écran de votre calculatrice.

a) Quelle propriété géométrique pouvez-vous conjecturer ?

b) Prouver cette conjecture.
2) Pour tout x réel, calculer f'(x) et montrer que

f(x) =

3) Etablir le tableau de variation de la fonction f sur R
4) On note T, la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 0.

(x2 +15)(1 —x?)
(x2+3)2

. . D 5
a) Vérifier que 1’équation réduite de T, est y = 3
b) Déterminer le signe de I’expression f(x) — gx suivant les valeurs de x.

¢) En déduire la position relative de la courbe C par rapport a sa tangente 7.
5) a) Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout x réel, on ait :
bx
f(x) =ax + m
b) On considere a présent la droite D:y = —x
Etudier la position relative de la courbe C et de la droite D.
¢) A l'aide de la calculatrice, compléter le tableau suivant (on arrondira les résultats a 10~* pres)

T 10 100 1000 10000
8x
24+ 3

Quelle conjecture graphigue peut-on faire au vu de ces résultats ?

On dit que la droite D est une asymptote oblique a la courbe de f en +co.

6) Déterminer les coordonnées des points d'intersection de la courbe de f avec I'axe des abscisses.

7) En utilisant tous les renseignements obtenus aux questions précédentes, construire avec précision C, 7, et D dans
le repére (0; ;). (Ne pas oublier les tangentes horizontales ...)

Exercice 20 :

On considére la fonction f définie par : f(x) = %xx/z

On note C sa courbe représentative dans un repére orthonormal (0;7;))

1) Donner D I’ensemble de définition de f.

2) Montrer que f est dérivable en 0 et calculer f'(0) son nombre dérivé en 0.
3) Déterminer une équation de la tangente au point d’abscisse 0.

4) Justifier que la fonction f est dérivable sur D et déterminer sa dérivée f'.
5) Dresser le tableau de variations de f.

6) Tracer la courbe C et sa tangente au point d’abscisse 0.

Exercice 21 :
Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer I'expression de sa fonction dérivée sur R
a) f(x)=xe*+3x—1 ; b)k(x)=(2x+ 1e ?*

Exercice 22 :
Résoudre dans R les équations suivantes :
3x—-1
e 2
2x — . — ,—x+2 . x° — ,x—-3 . 2x+1 — . 2x X __ —
a)e*=1 ; b)e4x+4—e ; c)er =e ;e)xe =x ; fle*+2e 3=0

Résoudre dans R I’inéquation suivante :
0) e—x2—3x+5 > e



Exercice 23 :
Soit f la fonction définie sur R par :
fx)=x+1+xe™

On note C sa représentation dans un repére du plan.
1) Soit g la fonction définie par g(x) = e* —x + 1

a) On note g’ la dérivée de g. Exprimer, pour tout x réel, g'(x).

b) Etudier les variations de la fonction g sur R.

c) En déduire le signe de g(x) sur R.
2) a) Démontrer que, pour tout x réel,ona: f'(x) = e *g(x)

b) Etudier les variations de la fonction f sur R.
3) Déterminer I'équation réduite de la tangente a C au point d'abscisse 0.



/Propriété :

Pour tout nombre réel x :
e—1<cos(x)<1

~

Définition :

B

Propriété : La longueur £ d’un arc de cercle de
/ rayon R et d’angle au centre de mesure « rad

(0 < a < 2m) est donnée par : £ = Ra.

&

Le cercle trigonométrique

Fonctions cosinus et sinus

e —1<sin(x)<1 i h
< Pour toutgc )e Z Définition : Le radian (symbole rad) est la // Y
; _ mesure d’un angle au centre —_—— \\.
Cf)S(x + 2km) = cos(x) cos(x) = Xu qui intercepte un arc de cercle &' |
sin(x + 2km) = sin(x) sin(x) = yy de longueur égale au rayon du cercle.
v cos?(x) + sin%(x) =1 /
T T T T
“ Y T T 3 2
) 1 V2|3
sina 0 3 5 | = 1
NAE i i i
cosa| 1 | =] 5|0 Cosinus et sinus el

J
Mgsur‘?e” 0 | 30| 45|60 | 90 | 120|135 | 150|180 | 360
egrés
Mesure en 0 m| T | | T |2n| 3w | 57w 5
radians 6123|213 |2 |6!|™ |
Définition :

Le cercle trigonométrique est le cercle de
centre O et de rayon 1 orienté dans le sens direct

-

Propriété :

La fonction sinus est impaire : V x € R, sin (—x) = —sin (x)

Dans un repére orthogonal (0 ; 7; J), sa courbe représentative est
symétrique par rapport a I’origine O

La fonction sinus est périodique, de période 27 : V X € R,

sin(x + 2km) = sin(x)

Dans un repére orthogonal (0 ; 7; J), sa courbe représentative est
invariante par les translations de vecteurs 2kmnt, k € Z.

La fonction cosinus est paire : V x € R, cos (—x) = cos (x)
Dans un repére orthogonal (O ; T; J ), sa courbe représentative est
o , Al symétrique par rapport a I’axe des ordonnées.
La fonction cosinus est périodique, de période 27 : V X € R,
: \ / \ \ y cos(x + 2km) = cos(x)
, , . 2z O > p - " A Dans un repére orthogonal (O ; 7; J), sa courbe représentative est
Tableau de signes de cosinus et sinus 2 ‘ 2 2 . . . o
= 4= L invariante par les translations de vecteurs 2k, k € Z.
cosf@ =0 cost =0
sinf =0 sinf =0
cosf <0 cosf =0 f est T-périodique si seulementsi VX € R, f(x + T) = f(x)
sind < 0 sinf < 0 Dans un repére orthogonal (O ; 7; J), sa courbe représentative est invariante par
= = les translations de vecteurs kT7, k € Z.



Exercice 24 :
1) Calculer chaque expression sans utiliser la calculatrice. Donner si nécessaire le résultat sous forme d'une fraction
irréductible.

a) cos (g + %) b) sin (%Tn) + cos (%)

PP ‘ . 2 . .
2) On considere un réel x tel que : sin(x) = S etx € [0 ;g]. Déterminer la valeur exacte de cos(x)

3) Soit x un nombre réel. Démontrer que :
a) (cos(x) + sin(x))? + (cos(x) — sin(x))? = 2 ; b) cos*(x) — sin*(x) = cos?(x) — sin*(x)

4) Exprimer en fonction de cos (x) et de sin (x) le réel suivant :
cos(m — x) — sin (57 + x)
5) A I’aide d’un cercle trigonométrique, résoudre les équations suivantes dans ’intervalle | — m; 7] :

V3 I8 1
a)cosx=—7 b) 2sinx +vV3 =0 c)cos (2x—§)=§

6) A I’aide d’un cercle trigonométrique, résoudre les inéquations suivantes dans | — m; 7] :

1 1
a)cosx > — b)sinx < =

2 2

Exercice 25 :
f est la fonction définie sur R par :

f) =

2+ cosx
1) Justifier que la fonction f est définie sur R.

2) Montrer gque la fonction f est paire et 2rz-périodique.
En déduire le plus petit intervalle d’étude de la fonction f .

3) On admet que les fonctions sin et cos sont dérivables sur R : sin’ = cos et cos’ = —sin
Calculer la fonction dérivée f’ et déterminer son signe sur I’intervalle [0 ; 7].

4) Dresser le tableau de variation de f sur [~ m; 7] et tracer I’allure de la fonction sur [-3m; 37]



ut=u.u=|ull
@+v)?>=u?+2u-v+v2soit|[u+v|*> = |ull* + 2u- v + ||9]|?

+
AB2 =AB 4B = |llaBlI2 = 2 — - — - — - - — - — - - -
AB _AB'AB—”AB” = 4B W—-D)?=u?-2u-v+v?soit|lu—7v|?=|ull>—-2u-v+||7]|?

@+D) - @—9) =u2-92= |J°@)>- I8l

Symétrie: U - V=V U
Bilinéarité :

e (U+V)-W=U-W+V-W .
o U WHW) =u-T+uU-W > Pour montrer que deux droites sont orthogonales
B =T () = T o7 » Pour calculer la mesure d’un angle
() v=u W) =Ax@ v £ A utiliser quand on connait
» Pour calculer une longueur ) )
ou qu’on cherche 1’angle
entre deux vecteurs
1 orthogonal & ¥ équivautau-v =0 \
\ Propriétés Pourquoi ? L o L
o u-v = |[ull x[|[v]l x cos (i, v)
- 4= [
T Ve 4B - AC = AB x AC X cos BAC iy
T 1 3
=3x2><cos§=6xz=3 ppAuS 4
- 1 — - — - - - E
v = (El? + 19112 = lld - #11%) «— Normes ¥ ——— Le produit scalaire

=
oYUV =
= 1
ou-v =2 (Il +vI* — llull* — 1I%]1%) \
A utiliser quand on a

des angles droits

5 Projeté orthogonal
Coordonnées . g

A utiliser quand on connait

toutes les longueurs ou
qu’on en cherche une.

A utiliser quand on
connait les coordonnées

si H est le projeté orthogonal de C sur (AB), alors :
iV = AB-AC = AB-AH

> AB et AH sont de méme sens
U-v=AB x AH Fi 5

Dans une base orthonormée, pour tous

Dans une base orthonormée <« vecteursu (xf‘:) et (;f) .
= U v > AB et AH sont de sens contraire
U-V=AB x AH

u orthogonal a ¥ équivaut a xzx3 + yuys
UV =05 X x5+ Yy Xys

des vecteurs.

= X
Dans une base orthonormée 1 (y)

2l = yx* + ¥2

ey




Théoréme d’Al-Kashi

Soit un triangle ABC, ona BC? = AC? + AB?-2 x AB x AC x cos BAC
Sionposea = BC,b = AC,c = AB, A=BAC, B =ABC et C = ACB
alors on obtient :

e a?=b%?+c*—2bccosA

e b?>=a*+c*—2accosB

e c®=a?+b?>—-2abcosC

Théoréme de la médiane

A et B sont deux points distincts du plan
et | est le milieu de [AB].
Pour tout point M du plan, on a:

/

MA-MB = MI? - iABZ

Savoir
démontrer

MA - MB = (MI + IA) - (MI + 1B) car d’aprés la relation de Chasles :
MA =Mi +1A etMB =MI + IB
= (MI +1A) - (MI - TA) car | milieu de [AB] : 1B = —1I4

—2 2
=Ml -1IA
=MI? - [A?

2
=MI% - (lAB) carIA= 1AB
2 2
Ainsi MA - MB = MI2 —  AB?

MA -MB = k, k un réel T A et B sont deux points distincts du plan M

\

Exemple : Soit ABC un triangle tel que AB = 4; AC = 5 et
BAC = 45°. Calculer BC
Dans le triangle ABC, d’apreés la formule d’ Al-Kashi :
BC? = AB? + AC?* — 2 x AB X AC X cos BAC
=42 + 52 — 2 x4 X 5 X cos45°.

DoncBCZ=16+25—40x§=41—20\/§

Comme BC > 0 alors BC = /41— 20v2 ~ 3,6

Pour calculer une longueur

Pour calculer la mesure d’un angle

Exemple : Soit DEF un triangle tel que DE = 3; DF = 4,3 et
EF = 6,7. Calculer DFE.
Dans le triangle DEF, d’aprés la formule d’Al-Kashi :
DE? = DF? + EF? — 2 X DF X EF x cosDFE
& 9 = 18,49 + 44,89 — 57,62 X cos DFE

.. —_— 9 — 18,49 — 44,89 54,38
Ainsi cos DFE = =—

Applications du produit scalaire i 57,62

donc DFE = Arccos( ) ~ 19,3°

X

Lieux géométriques

Cercle

L’ensemble des points M tels que
MA - MB = 0 est Ie cercle de diamétre [AB]. A~

Exemple : Soit A et B deux points du plan tels que AB = 10 et | de [AB].
1)MA-MBE =5 < MI>— ;AB? =5 MI? =5+ =30 < MI =30 car MI >

0

Donc I’ensemble des points M est le cercle de centre I et de rayon V30

2)MA-MB = —25 & MI? — L AB? =—25 & MI? = —25+-2=0

Donc I’ensemble des points M est réduit a 1.

3) MA-MB = — 60 & MI? - AB? = —60 & MI? = — 60 + - = — 35. Absurde

Donc I’ensemble des points M est I’ensemble vide.



On connait un point A

D a pour vecteur normal 7 (_32) et passe par A(2 ; 4). et un vecteur directeur

On connait un point

A et un vecteur M(x;y) €D de D
— . (x — 2 3
normalde 4 AM( ) et Ti( ) sont orthogonaux /
y — 4 -2
& AM-1i=0 s
©3x-2)-2(y—-4)=0 D a pour vecteur directeurﬂ’( ) et passe par A(2; —3).

< 3x—-2y +2=0

5
—— (X — 2 . .
M(x;y) €D o AM(y ) etu( )sontcolmealres

+3 5
R o det (m U )=0
©5x-2)+3(y+3)=0
Comment déterminer une équation & 5x+3v—1=0
. . 45 i ?
Soit (d) une droite du plan. cartésienne de la droite D *
Un vecteur normal a (d) est un vecteur non nul qui
est orthogonal & un vecteur directeur de (d). L/a
n ( p) estun vecteur normal de la droite
" - . —~(—b . .
Equations cartésiennes de droite u ( a ) est un vecteur directeur de la droite
ax+by+c=0
Equation reduite de droite — u ( 1) est un vecteur directeur de la droite
/ y=mx+p m o ~
m est le coefficient directeur de la droite
Tout vecteur non nul dont la direction est celle de d Equations de droites et de cercles p est "ordonnée a I"origine
est un vecteur directeur de d.
Un vecteur directeur de la droite (AB) est AB. X
Equation de cercle C de centre 2(xq ; ¥o)
et de rayon r est : On connait un diamétre
(x _ xo)z + (y — Yo 2 _ )2 [AB] du cercle

On connait le centre A &
et un rayon du cercle

Comment déterminer une équation
\ d’un cercle C ? C cercle de diamétre [AB]: A(1;3) ; B(2; 4)

M(x;y) €C & MA-MB =0
C a pour rayon 5 et pour centre A(1;3).

©(1-02-)+@B-y)(4-y)=0
M(x;y) € C & AM* = 12 ©2-3x+x2+12-7y+y2 =0

e (x—1%*+(@y-3)2=25 ©x?2+y2—3x—7y+14=0



Exercice 26 :

On considére la droite (d) d’équation x + 2y — 4 = 0 et le point A(3 ; 3). Soit H le projeté orthogonal de A sur (d).
1. Déterminer une équation de la droite A, perpendiculaire a (d) passant par A.

2. En déduire les coordonnées du point H

Exercice 27 :

On se place dans un repére orthonormé (0; 1; )

Soient A(—1; 2) et B(5; 3) deux points du plan.

En utilisant le produit scalaire, déterminer les équations suivantes :

1) Equation réduite de la droite D médiatrice du segment [AB].

2) Equation sous la forme (x — a)? + (y — b)? = r? du cercle C de diamétre [AB]. En déduire le centre et le rayon.
3) Equation cartésienne de la tangente 7" en A au cercle de centre O et de rayon OA.

Exercice 28 :
Soit ABCD un carré. Soient BCF et DCE deux triangles équilatéraux extérieurs au carré ABCD.
1) Faire une figure.
2) On se place dans le repére (A4; AB; AD )
a) Justifier que ce repére est orthonormé.
b) Donner les coordonnées des points de la figure dans ce repere.
c) Démontrer que les droites (BE) et (AF) sont perpendiculaires.

Exercice 29 :
Soit ABCD un rectangle direct tel que BC = 1 et AB = 3.
On note E le point de [CD] tel que DE = 1.
Le but de cet exercice est de déterminer une valeur approchée d'une mesure de l'angle AEB.
1) Faire une figure.
2) a) Déterminer les longueurs EA et EB.
b) En déduire une expression de EA. EB en fonction de cos(AEB)
3) a) En se placant dans un repére orthonormé judicieusement choisi, donner les coordonnées des points A, B, C, D et
E.
b) En déduire une valeur exacte de EA.EB
4) En déduire, a l'aide de la calculatrice, une valeur approchée de la mesure de I'angle AEBen radian & 102 prés.

Exercice 30 :

On se place dans un repére orthonormé (0; 1; J)

Soient A(1; 2) et B (2; —1) deux points du plan.

On cherche a déterminer I'ensemble € des points M du plan vérifiant : % =2

1) Démontrer que M € £ si et seulement si MB? — 4MA? = 0.
2) Démontrer que les coordonnées du point M (x ; y) vérifient I'équation —3x2 — 3y%2 + 4x + 18y — 15 =0
3) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de cet ensemble.



