PSI Pour réviser Mathématiques 1

Le travail proposé est de difficulté raisonnable mais requiert de réfléchir a partir d’un cours de
premiere année maitrisé. Attention, il n’y a pas forcément unicité de la réponse pour les question-
naires a choix multiples.

Ces exercices couvrent a peu pres tout le programme de PCSI en mathématiques et vous permet-
tront de faire vos révisions pendant vos vacances d’été.

Préliminaires :

Exercice 1

Remplir les boites avec I'un des symboles suivants =, <, <.
(1)  Soit (z,y) € R? (2)  Soit (z,y) € RT x R
rT=y x? = q? r=y 2?2 = 9
(3)  Soit (z,y) € R? (4) SoitzeR
lz| + |y =0 lz+yl =0 <z r<l1

(5)  Soit (uy)nen une suite de réels  (6)  Soit (uy)nen une suite de complexes

n1—1>1}rloo Uy =0 > u,, converge nl_l)Ifoo Uy =0 nl_l)IJIrloo lun| =0
(7)  Soit f: E — F injective (8) Soit f:EF—Fetg: F—G
T=y flz) = f(y) g o f injective f injective

Exercice 2

Notez pour chaque assertion, si elle est vraie (V) ou si elle est fausse (F) :

(1) Il y a 10* entiers naturels s’écrivant avec exactement k chiffres en base 10.
(2) Soit n € Z. Le cardinal de [n — 1,2n] est n + 1.

(3) Soit n € Z. Le cardinal de [—n — 1,n] est 2n.
(4)

x
4) Si x et y sont deux réels strictement positifs, alors — < z.

(5) Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. Si (z,y) € [a,b]* alors %S(;) %
b
(6) Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. Si (z,y) € [a,b]* alors %S(;) < g

(7) Une série convergente est absolument convergente.

Question de cours 1 Complexes

1. Donner les racines n-ieme de I'unité.
2. Donner 'inégalité triangulaire (sous forme d’un encadrement), ainsi que les cas d’égalité.

3. Donner les formules d’Euler et la formule de Moivre.
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Exercice 3
Pour chacun des complexes suivants, donnez son module et un argument :
i+ 1 T
(1) z=- . (2) z=¢€1-1
Z —_—

3) z=(3+0)" (1) z=1+itan(d), pour 6 €] — I, 7].

i

(5) z=¢'T +i 6) =z=
Exercice 4
Résoudre dans C ’équation 22 + z + 37 = 1 d’inconnue z.

Exercice 5

Résoudre dans C 'équation (z — )" = (z + )" d’inconnue z et de parametre n € N* fixé.

Exercice 6
Soit n € N* et § € R\nZ

Sp = S E cos(k0) T, = 1 E sin(k0)
n n
k=1 k=1

Exprimez S,, et T,, sans le signe ) .
Calcul de la limite lorsque n tend vers +oc.

Question de cours 2 Suites numériques

1. Rappeler le théoreme de convergence par encadrement.
2. Rappeler le théoreme de la limite monotone.

3. Rappeler le théoreme des suites adjacentes.

Exercice 7

Déterminer la limite de la suite (u,),en+ lorsque :

2 n n
) 2 1
5n? +sin(n) + -5 — V2n?+k
Exercice 8
Donner le terme général et étudier la convergence des suites définies par (ug, u;) € R? et
1

VneN, up2= 3 (Ung1 — Un).

Exercice 9

1. Montrer que pour tout n € N*, I'équation 2> + na = 1 admet une unique solution réelle.
On note u,, cette solution.

2. Montrer que la suite (u,)pen+ est strictement décroissante.

3. Montrer que la suite (u,)n,en+ st convergente et calculer sa limite.
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Exercice 10

Notez pour chaque assertion, si elle est vraie (V) ou si elle est fausse (F) :
1) Si (uy)nen est croissante et (ugy, )nen converge alors la suite (u,),en converge.

(

(2) Si (ugn)neN et (Uoni1)nen convergent alors la suite (u,)nen converge.

(3) Si (un)nen €t (Un)nen sont deux suites a valeurs dans [0, 1] telles que lirf Uupvy, = 1, alors
n—-+0oo

(

Up)neN €t (Un)nen convergent.

Question de cours 3 Intégration

1. Donner la propriété d’intégration par parties.
2. Donner la propriété du changement de variables.

3. Donner la propriété sur les sommes de Riemann.

Exercice 11

Notez pour chaque égalité, si elle est vraie (V) ou si elle est fausse (F) :

T 2 5 3 _ 2
(1) / tsin(20)dt =~ (2) / 2edtdt = 25
0 2 0 27

1 3
2

/ eVidt =2 (4) / z|z|dr = 2
0 ) 3

Exercice 12 Calculs d’intégrales

Calculer les intégrales suivantes :

I /Wtcos(?)t)dt I /2 1n(tQ)dt I /2 ! dt I /1 Arctan(x)d
- — = = retan(z)dx
o Ve TR s

Exercice 13
Soit f € C([a,b],R) telle que Vo € [a,b], fla+b—1z)= f(x).

b
1. Montrer que/ zf(z)de = _ ot / flz
T xsin(x)
2. Calculer I = ——dz.
o 1+ cos?(x)

Exercice 14
2
Pour tout entier n > 0, on pose I,, = / sin”(t)dt.
0
. Calculer Ij et I.
. Montrer que la suite (I,,),en est décroissante, en déduire qu’elle converge.

1

2

3. Justifier que pour tout n € N, I,, # 0.
1

4 nty

n-

. Montrer que Vn € N, [, 45 =
E 2
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5. Montrer que I, ~ I,y;.
n—-+o0o
On utilisera les trois questions précédentes.

6. Déterminer une constante «, telle que Vn €, n, (n+ 1)I,1,11 = .

7. En déduire que I,, ~ \/g Que peut-on en déduire pour la limite de la suite (1,,)pen 7

n—-+4o0o

@) 7

T 4npl2' 2"

9. Donner 'expression de 5,1 en fonction de n.

8. Montrer que Vn € N, Iy,

Exercice 15

Déterminer, si elle existe, la limite suivante :
1

: " COS(TLt) : n  a(l—x)
(1) nl_l)I_’I_loo DT t2)dt (2) nl_l)g_loo i e dz avec a > 0.

Question de cours 4 Continuité - Dérivabilité - Développement limités - Equations différentielles

1. Donnez ’énoncé du théoreme des valeurs intermédiaires.

2. Donnez I’énoncé du théoreme des accroissements finis.

3. Donnez le développement limité a l'ordre 3 de la fonction tangente en 0.

4. Ecrire la forme d’une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1 sur un intervalle .

5. Ecrire la forme d’une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2 sur un intervalle .

Exercice 16

Notez pour chaque assertion, si elle est vraie (V) ou si elle est fausse (F) :
(1) La fonction f : x +— z|x] est continue sur R.
(2) La fonction z — z|z| est de classe C* sur R.

(3) Si f est une fonction réelle de classe C™ qui s’annule en n + 1 points distincts d’un intervalle
I alors sa dérivée n'™° s’annule au moins une fois sur I.

M)

T

4) La fonction z +— e~ 2 est solution de I’équation différentielle vy’ + xy’ + y = 0 sur R.
Y y Ty

22

(5)La fonction x — e~ 2 est la seule solution de I’équation différentielle vy 4+ zy’ +y = 0 sur R.

(6) Le solutions sur R de I’équation différentielle y” —y = 0 sont de la forme x +— ach(x) + bsh(z)
avec a et b réels.

2

(7) Le solutions sur R de 'équation différentielle 4/ = izy sont de la forme z +— ae’= avec a réel.
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Exercice 17

Déterminer les solutions réelles de ’équation différentielle y” + (3 — i)y’ + (2 — i)y = 0.

Exercice 18

On considere (E) I’équation différentielle : xy’ — y = 3.

Résoudre (F) sur | — 00, 0].
Résoudre (E) sur ]0, +00.
Résoudre (F) sur R.

Exercice 19

Déterminer un équivalent simple en 0 de :

(1 — e”)sin(x) A (sin(z e —1
(1) o (2) In(sin(z)) (3) ()
4) Vitat—vI—22 (5) In(1 + 27 6) (1 + tan(z))™@

Vi+z

Exercice 20

Déterminer un équivalent simple au voisinage de 4-oco de :

€2+I 2 22 +a+1 : 1
(1) m (2) In{1 + t_4 (3) e In{1 4+ sin ﬁ

Question de cours 5 Séries numériques

Remplir les boites avec I'un des symboles suivants =, <, <.

On considere deux suites numériques (U, )nen €t (vn)nen et les séries associées Y u, et Y vy,.

(1) lirf u, =0 > u, converge . (2) > |un| converge > u, converge.
n—-+0o0
(3) > uy, et > v, convergent > (uy + v,) converge. (4) > ¢" converge lg) <1

Exercice 21

2 n
Déterminer les réels r > 0 tels que la série de terme général u, = r" (3 + —) converge.
n

Exercice 22

Etudier la convergence de la série de terme général u,, lorsque :

Arctan(n) dn +1 e N .
U= WS igm T ipp W= YndloVn

Exercice 23

1. Montrer que pour tout réel z la série de terme général u,(r) = converge.

1
Vi Vnta

+o0
On pose alors U(z) = Z U ().
n=1
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2. Calculer U(1) puis U(2).
3. Calculer U(p) pour tout entier naturel non nul p.

4. Déterminer la limite de U(p) lorsque p tend vers 'infini.

Question de cours 6 Polynomes

1. Donner 'énoncé de la division euclidienne dans R[X].
2. Donner la définition de polynome scindé sur K.

3. Donner toutes les facons de dire qu'un complexe a est racine de multiplicité p € N* d’un
polynéme P de C[X].

4. Donner 'expression de la somme et du produit des racines complexes d'un polynome scindé
en fonction de ses coefficients.

Exercice 24

Soient n € N* et a € R fixés, déterminer le reste de la division euclidienne de A,, = (cos(a) + sin(a) X )"
par B = X%+ 1.

Exercice 25

Déterminer les réels a et b pour que B,(X) = aX™ ™ + bX" + 1 admette 1 pour racine double.
Quel est alors le reste de la division euclidienne de P,(X) par (X —2)%?

Exercice 26

Notez pour chaque assertion, si elle est vraie (V) ou si elle est fausse (F) :
1) Les racines de P = X3 —5X + 2 sont toutes réelles.

(1)
(2) P=X3+4X? — 51X + 90 admet une racine double.

(3) Les racines complexes de P = iX? —iX — 1+ sont i et 1+ 1.
(4)

~ 1
4) Pour n € N*, les racines de P, = Z EX * sont simples.
k=0

Exercice 27

Déterminer les entiers naturels n non nuls tels que le polynéome P = X2+ X +1 divise le polynome
Qn=(X+1)"—X"

Question de cours 7 Espaces vectoriels - Applications linéaires

On considere E et F' deux K-espaces vectoriels.
1. Soit f: F — F, a quelle condition dit-on que f est linéaire?
2. Donner la définition de deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E.

3. Donner I’énoncé du théoreme de la base incomplete.
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4. Donner I’énoncé du théoreme du rang.

Exercice 28

Sans calcul, notez pour chaque assertion, si elle est vraie (V) ou si elle est fausse (F) :
(1) La famille (uy, ug, u3) est une famille libre de R?, ot u; = (—1,1), us = (1, 3) et uz = (4,2).

(2) La famille (Py, Py, P») est une famille génératrice de Ry[X], ot Py = X*+X+1, P, = X?—X—1,
Py=(X—1)(X +4)+ X3

(3) La famille (uy,us,u3) est une famille liée de R?, ot uy = (1,2,—1), us = (2,0,1), uz =
(10,20, —10).

(4) La famille (Py, Py, P5, P3) est une base de R3[X] ou Py =3, P =X +1, P, = X? + X + 2,
Py = X3 —4x + 3.

Exercice 29

Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels dont on donnera une base et la
dimension :

a b 0
o [, = b a 0 . (a,b,c) € R® 3. Donner un supplémentaire de E; dans M3(R).
c 0 a+bd
3
L4 E2 = {(un)neNy Vn € N, Upy2 + Upy1 = Zun}

E3:{y601(R7R)7 y'—Gy:O}

E4 = {y € CQ(Ra R)> y” +y= 0}

Es={(x,y,2,t) eR, z4+y=0,y+2=0,2+t=0,t+2 =0}
Donner un supplémentaire de F5 dans R*.

Exercice 30

Soit F =R, 1[X]avecn € N, n >2etsoit A=X"=a, 1 X" ' +...+ a1 X +ay € R,[X].
On note ® 4 'application qui a un polynome P € E associe le reste de la division euclidienne de
XP par A.

1. Montrer que ® 4 est un endomorphisme de F.

2. Déterminer la matrice M de ®, dans la base canonique de E.
3. En déduire le rang de P 4.

4. Déterminer le noyau et I'image de ® 4.

Exercice 31

Donner la matrice M dans la base canonique de R? de la projection sur le plan d’équation
x +y + z = 0 parallelement a la droite Vect((1,—1,1)).
Exercice 32

Soit f € L(E) et (a,b) € k? tel que a # b. Montrer que Ker(f —aldg) et Ker(f —bldg) sont en
somme directe.
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Exercice 33

Montrer que S, (R) et A,(R), ensemble des matrices symétriques et antisymétriques, sont supplémentaires
dans M,,(R).

Question de cours 8 Matrices et Déterminants
Soit A = (ai,j) S Mn(C)

1. Donner la formule pour le calcul de det(A) par développement par rapport a la j-ieme co-
lonne.
2. Donner la formule pour le calcul de det(A) par développement par rapport a la i-ieme ligne.

3. Donner le lien entre matrice inversible et déterminant de cette matrice.

4. Donner les propriétés fondamentales du déterminant d’une matrice carrée.

Exercice 34

Déterminer la déterminant et les puissances de la matrice J € M, (R) dont tous les coefficients
sont égaux a 1.

Exercice 35

Montrer que si A € My, 1(R) est antisymétrique alors A n’est pas inversible.

Exercice 36

1 -2 0 ... 0
2 2 =2 0 0
0 6 3 =2
Pour n € N*, on considere la déterminant D,, = 0
.. .. .. -2
0 0 nn—1) n

Pour n > 3, trouvez une relation de récurrence liant D,,, D,,_1 et D,,_».

D .
On pose u,, = —7, déterminer ’expression de w,, en fonction de n; En déduire une expression de
D,, pour tout n € N*.

Exercice 37

ay Qo ... Qp

. ) 5 0 0
Soit (aq,...,a,) € C™ avec ay # 0. On définit A, = )

a, 0 ... 0

1. On note X, (2) = det(zI, — A,) pour z € C. Calculer X5(z) et X3(z2).

2. Montrer que Vz € C, X, (2) = 2" %(2?> — a1z — B,) avec B,, = Zai.
k=2
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Question de cours 9 FEspaces euclidiens
On note E un espace euclidien.

1. Donner I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec le cas d’égalité.
2. Donner I'énoncé du théoreme de Pythagore.

3. Dans un espace euclidien, donner la définition de la distance d’un vecteur z a un sous-espace
vectoriel V.

Exercice 38

Soit £ un espace euclidien et f € L(E) tel que Vx € E, (f(x)|z) = 0.

Montrer que ¥(z,y) € E*  (f(x)ly) = —(«]f(y)).
Montrer que Ker(f) = (Im(f))".

Exercice 39
1
Soit E = Ry[X]. Pour (P,Q) € E?, on pose (P|Q) = / P(z)Q(x)dz.
0

1. Montrer que (| ) est un produit scalaire sur F.

2. Déterminer une base orthonormale de E pour ce produit scalaire.

1
3. Déterminer la borne inférieure de {/ (z* — ax — b)*dz, (a,b) € RQ}.
0

Question de cours 10 Probabilités

On considere un univers fini €2 muni d’une probabilité P.
1. Donner la formule de la probabilité de la réunion de deux événements.

2. Quand dit-on que deux événements sont indépendants ?

Soit X une variable aléatoire définie sur €2 a valeurs dans un ensemble fini F.
3. Donner la définition de I'espérance de X.

4. Quand dit-on que X suit une loi uniforme sur [1,n]?
Dans ce cas, donner la valeur de son espérance.

5. Quand dit-on que X suit une loi de Bernoulli ?
Dans ce cas donner la valeur de son espérance et de sa variance.

6. Donner l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
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Exercice 40

Notez pour chaque assertion, si elle est vraie (V) ou si elle est fausse (F) :

(1) Pour toute variable aléatoire réelle discrete E(X)? < E(X?).

(2) Deux événements disjoints sont indépendants.

(3) La somme de deux variables indépendantes de loi uniforme suit une loi uniforme.

(4) La variance de la somme de deux variables aléatoires est égale a la somme des variances de
chacune des variables aléatoires.

Exercice 41

Soit n € N*. Une urne contient n boules dont une seule boule blanche. On effectue des tirages
successifs et sans remise jusqu’a obtenir la boule blanche. On note X la variable aléatoire égale au
nombre de tirages effectués.

Montrer que X suit une loi uniforme.

Exercice 42

Soit n € N* et a € R. On suppose que X est une variable aléatoire a valeurs dans [0, n] telle que

a n
P(X = = — .
vke0.n] P(X =k =1}
. n n-+1
1. Trouver un lien entre (k) et (k—l— 1).

2. Calculer I'espérance de X.

3. Calculer la variance de X.



